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ABSTRACT 

I m p r o v e d  t r e a t m e n t  f o r  A I D S ,  p o s s i b l e  v a c c i n e s  f o r  I t l V ,  

c h a n g i n g  b e h a v i o u r  o n  t h e  o n e  h a n d ,  t h e  i n c r e a s i n g  p r o p o r t i o n  

o f  f e m a l e s  a n d  IV d r u g  u s e r s  a n d  t h u s  t h e  e v o l v i n g  i n t e r f a c e  

b e t w e e n  t h e  a t  r i s k  a n d  t h e  n o t  a t  r i s k  p o p u l a t i o n  o n  t h e  o t h e r  

h a n d  s u g g e s t s  t h a t  t r a n s i t i o n  i n t e n s i t i e s  a r e  n o t  c o n s t a n t  

o v e r  t i m e  b u t  e x p e r i e n c e  g r a d u a l  d r i f t s  a n d  s u d d e n  j u m p s .  T h e  

p a p e r  c o n s i d e r s  t h e s e  f e a t u r e s  i n  a m o d e l  f o r  p r e v a l e n c e  a n d  

s u r v i v o r s h i p .  

103 



1. Ruin problem for geometric Brownian motion 

I n  t h i s  s e c t i o n  we l a y  d o w n  t h e  n e c e s s a r y  m a t h e m a t i c a l  

b a c k g r o u n d .  R e c a l l  t h a t  a B r o w n i a n  m o t i o n ,  a l s o  k n o w n  a s  a 

W i e n e r  p r o c e s s ,  i s  a s t o c h a s t i c  p r o c e s s  

w i t h  L h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s :  

( i )  

( i i )  

( i i i )  

( i v )  

{ w t : t • [ o , ~ )  } 

W 0 = O "  

W t i s  n o r m a l  w i t h  m e a n  0 a n d  v a r i a n c e  t 

- W t a n d  a r e  i n d e p e r t d e n t  
W t 2  1 W t 4  -- W t 3  

W t +  s -- U s d i s t r i b u t e s  l i k e  W t 

C o n s i d e r s  t i l e  f o l l o w i n g  s t o c h a s t i c  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  

dY t 
Y t  -- ~ d t  + a dW t ( 1 )  

w i t h  s o l u t i o n  

a 2 t  
p t  + aW t -- - ~ -  

Y t  = YO e ( 2 )  

w h i c h  i s  k n o w n  a s  t h e  g e o m e L r  i c B r o w n i a n  m o t i o n .  S e e  f o r  

e x a m p l e  , M a l  1 i a r i s  ( 1 9 8 3 ,  p p .  4 8 5 - 4 8 6 )  o r  K a r l  i n  a n d  T a y l o r  

( 1 9 7 5  p . 3 5 7 )  f o r  f u r t h e r  d i s c u s s i o n .  T h e  e x t r a  t e r m  e2 t  in 
' 2 

t h e  e x p o n e n t ~  a t ' i s e s  f r o m  a l l  a p p l  i c a t i o n  o f  t h e  

Ito's l emma:  [ M a l l i a r i s  ( 1 9 8 3 ,  p .  4 8 4 )  o r  K a r l i n  a n d  T a y l o r  

( 1 9 8 1 ,  p p . 3 4 7 - 3 4 8 )  ] 

I f  
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t h e n  

dX t = # ( X t , t  ) d t  + . ( X t , t )  dW t 

Yt  = f ( X t ' t )  

d Y t  = ( ~xOf # + O-tOf + 210x  202f a2  ) d t  + O~ a dW t 

P r o o f  : 

S t a r t  w i t h  t h e  T a y l o r  se,  r i e s  f o r  dY t t o  t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e  

O ~ t  Of 2 ( d r ) 2  = Of d t +  dX t d g  + 2 0 x  2 d y  t O~ dX t + O-t 1 0 2 f  ( d X t ) 2  + ~. O ~  

O b s e r v e  that (dWt)  2 = d r ,  a n d  th&t a l  1 o t h e r  d o u b l e  

d i f f e r e n t i a l s  l e a d  t o  d t  o f  p o w e r  1 . 5  o r  h i g h e r ,  q . e . d .  

T h e  b e h a v i o r  o f  t h e  g e o m e t r i c  B r o w n i a n  m o t i o n  i s  w e l l  

k n o w n .  F o r  e x a m p l e ,  K a r l i n  and  T ~ y l o r  ( 1 9 7 5 ,  p . 3 5 7 )  t e l l  u s  

that 

E ( Yt  ) = YO e # t '  

v ( v t ) = v 0  2 e 2 j ,  t [ e t ° 2  - 1 ] = ( E  V t )  2 [ t ~  2 -- 1 ] .  

To f i n d  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  Yt  e v e r  g o i n g  down t o  ~ p o r t i o n  o f  

t h e  c u r r e n t  v a l u e ,  t o  be  u s e d  in  s e c t i o n  3 t o  i n d i c a t e  t h e  

d i s e z L s e d  p o p u l a t i o n  ~ h r i n k i n g  down t o  a s m a l l  e n o u g h  p o r t i o n  s o  

t h a t  t h e  e p i d e m i c  i s  c o n s i d e r e d  c u r e d ,  w r i t e  ( 2 )  a s  

1 0 5  



with 

X t 
Y t  = Vo e ( 3 )  

a 2 t  
X t = p t  + aW t -- T ( 4 )  

a n d  s t u d y  w h e t h e r  X t w o u l d  g o  d o w n  a d i s t a n c e  u f r o m  t h e  

s t a r t i n g  l e v e l .  T h u s  we | , a v e  t r a n s f o r m e d  t h e  YL p r o b l e m  t o  a 

p r e v i o u s l y  s o l v e d  X t p r o b l e m ,  t h e  r u i n  p r o b l e m  f o r  B r o w n i a n  

m o t i o n  w i t h  a d r i f t .  F o r  s u c h  a p r o c e s s ,  
2 d r i f t  

P { m a x i m u m  d r o p  > u ) = e v a r i a n c e  u ( 5 )  

[ K a r l i n  a n d  T a y l o r  ( 1 9 7 5 ,  p . 3 6 1 )  ] .  

To s e e  t h a t  ( 5 )  i s  a r e a s o n a b l e  r e s u l t  w i t h o u t  g o i n g  t o  

t h e  p r o o f ,  l e t  u s  c o n s i d e r  w h a t  t h i s  s a y  i n  t h e  c o n t e x t  o f  

c l a s s i c a l  r i s k  t h e o r y .  I n  t h e  c o n t e x t  of classical r u i n  

p r o c e s s ,  t i l e  q u a n t i t y  

20AP 1 2 0 P l  
2 d r i f t  i ]72  u 

e v a r i a n c e  u = e = e ~ 2  u < e - R u  

i s  k n o w n  t o  b e  a f i r s t  ~ p p r o x i m a t i o n  o f  e - R u  [ B o w e r s  e t  a l  

( 1 9 8 6 ,  E x e r c i s e  1 2 . 4 ) ]  a n d  i s  o n  t h e  s a m e  s i d e  o f  e - R u  a s  t i l e  

p r o b a b i l i t y  o f  r u i n  

e--Ru 
¢(u) = p ( L > u } = _aOT < e -R" 

E [ e IT<oo] 
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2. Geometric Brownian motion as model for HIV infections 

W h e n  we  u s e  t h e  g e o m e t r i c  B r o w n i a n  m o t i o n  t o  m o d e l  I I IV 

i n f e c t i o n s ,  t i l e  p a r a m e t e r s  a r e  e s t i m a t e d  b y  p u b l i s h e d  g r o w t h  

r a t e  o f  r e p o r t e d  A l l )  c a s e s  w i t h  t i l e  k n o w l e d g e  t h a t  e x p o n e n t i a l  

r ~ t e  o f  I I IV  i n f e c t i o n s  l e a d  t o  e x p o n e n t i a l  r a t e  o f  A I D  

o c e u r a n e e s  w h i c h  l e a d s "  t o  e x p o n e n t i a l  r a t e  o f  A I D  r e p o r t i n g s .  

C o n s i s t e n t  w i t h  v a r i o u s  p u b l i s h e d  d a t m  o f  A I D S  d o u b l i n g  i n  o n e  

t o  s e v e n  y e a r s  i n  d i f f e r e n t  s t u d i e s ,  t i m e s ,  a n d  p l a c e s ,  v a l u e s  

o f  I* a n d  a i n  ( l )  a r e  c h o s e n  t o  b e  . 1 6  a n d  . 4  a s  s i m p l e  n u m b e r s  

f o r  i l l u s t r a t i o n  p u r p o s e s .  

d Y t  _ 
. 1 6  d t +  . 4  dW t ( 6 )  

Y t  -- 

. 0 8  t + . 4  W t 
Y t  = YO e ( 7 )  

3. Ruin problem for geometric Brownian motion with jumps 

W h e n  we  u s e  ( 5 )  a n d  ( ' F ) ,  we  f o u n d  t h a t  

P { m i n  Y s  e - u  t < s  ~ -< } = p { m a x i m u m  d r o p  i n  X t > u } 

e 

2 d r i f t  2 ( . 0 8 )  
v a r i a n c e  u . 1 6  u 
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w h i c h  s a y s  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  d i s e a s e d  p o p u l a t i o n  { Y s  : 

t < s < ~  } e v e r  g o  d o w n  t o  p t i m e s  t h e  c u r r e n t  d i s e a s e d  

p o p u l a t i o n  Y t  i s  p .  [ p = e - u  ] T h e  s i m p l i c i t y  o f  t h e  

s t a t e m e n t  c o m e s  f r o m  o u r  c h o i c e  o f  p a r a m e t e r s  . 1 6  a n d  . 4 .  F o r  

g e n e r a l  v a l u e s  o f  t i l e  p a r a J n e t e r s ,  t h e  p r o b a b l i t y  o f  t h e  d i s e a s e  

w i n d i n g  d o w n  b y  p i s  c o n s t a n t  t i m e s  p .  

F o r m  t i l e  a b o v e  d i s c u s s i o n ,  we  f o u n d  t h a t  t i l e  e p i d e m i c  i s  

n o t  l i k e l y  t o  g o  a w a y  b y  i t s e l f .  S u p p o s e  n o w  t h e r e  i s  a n e w  

p r o c e s s  d e s c r i b i n g  t h e  e p i d e m i c  

dY  t 
Y t  = ~ d t  + a dW t + j u m p s  ( 8 )  

w h e r e  t h e  j u m p s  o c c u r s  a s  a P o i s s o n  p r o c e s s  w i t h  t h e  v a l u e s  o f  

Y t  a f t e r  t h e  j u m p s  a r e  p t i m e s  t h a t  o f  b e f o r e  t h e  j u m p s  w i t h  

p E ( O , 1 ) .  I n c i d e n t a l l y ,  t h i s  m o d e l  h a s  b e  u s e d  e × t e n s i c e l y  t o  

d e s c r i p e  i n v e s t m e n t  r e t u r n s .  [ M e r t o n  ( 1 9 7 6 )  ] I n  a g r e e m e n t  

w i t h  t h e  c o n v e n t i o n  i n  c l a s s i c a l  r i s k  t h e o r y  a n d  i n  c a d l a g  

s e m i m a r t i n g a l e s  [ M e t i v i e r  ( 1 9 8 2 )  ] ,  t h e  d i f f u s i o n  w i t h  j u m p s  

i s  c o n s i d e r  t o  b e  r i g h t  c o n t i n u o u s .  

Y t  
p - V t  - ( 9 )  

By  ( 3 ) ,  we  c a n  s t u d y  t h e  p r o c e s s  ¥ t  b y  a p p l y i n g  w h a t  we  k n o w  

a b o u t  X t . 

108 



Y t  Xt Xt -- Xt-- 
P = y t _  = ~ _  = e 

e 

s t y  

X t = X t _  -- I n  ~5 (10) 

T h e  e q u i v a l e n c e  o f  ( 9 )  a n d  ( 1 0 )  t e l l s  u s  t h a t  Y t  d r o p s  t o  a 

p o r p o r t i o n  o f  p i s  e q u i v a l e n t  t o  X t d r o p s  b y  a v a l u e  o f  I n  

F u r t h e r m o r e ,  p d i s t r i b u t e s  u n i f o r m l y  o n  [ 0 , 1 ]  i s  e q u i v a l e n t  t o  

t h e  d r o p s  i n  X t i s  d i s t r i b u t e d  e x p o n e n t i a l l y  w i t h  p a r a m e t e r  1 ;  

p #  d i s t r i b u t e s  u n i f o r m l y  o n  [ 0 , 1 ]  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  d r o p s  i n  

X t i s  d i s t r i b u t e d  e x p o n e n t i a l l y  w i t h  p a r a m e t e r  # .  

G e o m e t r i c  B r o w n i a n  m o t i o n  w i t h  j u m p s ,  Y t '  h a ~  b e e n  s t u d i e d  

e x t e n s i v e l y  f o r  s t o c k  r e t u r n s  s i n c e  M e r t o n  ( 1 9 7 6 )  a n d  t h e  

s u r p l u s  p r o c e s s  w i t h  B r o w n l a n  p r e m i u m  r e c e i p t s  h a s  b e  r e c e n t l y  

b e  s t u d i e d  i n  D u f r e s n e  ( 1 9 8 9 ) .  
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